
Définitions

Grammaire

𝐺 = (𝑉 , Σ, 𝑅, 𝑆)
où 𝑉  est l’ensemble de variables, Σ l’alphabet, 𝑅 les règles de production, et S l’axiome ou variable 

de départ

Grammaire hors contexte

On limite les règles de la grammaires à 𝑉 × (Σ ∪ 𝑉 )∗

Grammaire linéaire

Règles de la forme 𝑉 × (Σ∗𝑉 Σ∗ ∪ Σ∗)
L’ensemble des langages engendré par des grammaires linéaires est noté Lin(Σ∗)

Grammaire régulière

Grammaire linéaire droite (ie 𝑅 ⊂ 𝑉 × (Σ∗𝑉 ∪ Σ∗))
L’ensemble des langages engendré par des grammaires régulières est noté Reg(Σ∗)

Grammaire ambigue
Une grammaire est ambigue si un mot possède deux dérivations différentes

Langage inhéremment ambigu
Un langage est ambigu si toutes les grammaires qui l’engendrent sont ambigues

Langages hors contexte

L’ensemble des langages engendrés par des grammaires hors contexte. Il est noté HC(Σ∗)

Remarque: Reg(Σ∗) ⊂ Lin(Σ∗) ⊂ HC(Σ∗)

Automate à pile

𝒜︀ = (𝑄, Σ∗, 𝑍, Γ, (𝑞0, 𝑧0), 𝐾)
où:

• 𝑄 est un ensemble fini d’états,

• Σ est l’alphabet d’entrée,

• 𝑍 est l’alphabet de pile,

• (𝑞0, 𝑧0) ∈ 𝑄 × 𝑍 est la configuration initiale,

• 𝑇 ⊂ ((𝑄 × 𝑍 × (Σ ∪ {𝜀})) × (𝑄 × 𝑍∗)) est la relation de transition,

• 𝐾 ⊂ 𝑄 × 𝑍∗ est une condition d’acceptation.

Les modes d’acceptation sont:

• Par pile vide

• Par état final

• Par pile vide et état final

Remarque: dans tous les cas le mots doit avoir été lu jusqu’à la fin

Automate à pile déterministe

On a 𝒜︀ = (𝑄, Σ∗, 𝑍, Γ, (𝑞0, 𝑧0), 𝐾)
• Pas deux transition avec la même étiquette depuis un même état

• S’il y a une 𝜀-transition provenant d’un état, aucune autre étiquette

L’ensemble des langages engendré par des Automate à pile déterministe est noté DHC(Σ∗)
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Théorème: Soit 𝐿 ∈ DHC(Σ∗). Alors 𝐿 peut être engendré par une grammaire non ambigüe

Remarque: on a Reg(Σ∗) ⊊ DHC(Σ∗) ⊊ HC(Σ∗)

Symbole utile / productif

Un symbole 𝑋 ∈ 𝑉  est utile s’il existe un mot 𝑤 ∈ Σ∗ tel que

𝛼𝑋𝛽 ⇒∗ 𝑤 avec 𝛼, 𝛽 ∈ (Σ ∪ 𝑉 )∗

Grammaire réduite
Une grammaire est dite réduite si elle ne comporte au symbole non utile

Symbole accessible

Un symbole 𝑋 ∈ 𝑉  est accessible s’il existe une dérivation 𝑆 ⇒∗ 𝛼𝑋𝛽

Grammaire propre

Une grammaire est propre si elle ne contient pas de production unitaire ni d’𝜀-production

Méthodes

Stabilité des ensembles:

Langage reconnaissable

Si 𝐿1, 𝐿2 ⊂ 𝐴∗ sont reconnaissables, alors:

• 𝐿1 est reconnaissable

• 𝐿1 ∪ 𝐿2, 𝐿1 ∩ 𝐿2 sont reconnaissables

• 𝐿1 ⋅ 𝐿2 est reconnaissable

• 𝐿+
1 , 𝐿∗

2 sont reconnaissables

Langage HC

Si 𝐿1, 𝐿2 ⊂ 𝐴∗ sont HC et 𝐾 ⊂ 𝐴∗ est reconnaissable, alors:

• 𝐿1 ∪ 𝐿2 est HC

• 𝐿1 ∩ 𝐾 est reconnaissable

• 𝐿∗
1 est HC

• si 𝐿1 est deterministe, 𝐿1 est reconnaissable

Lemme fondamental

Soit 𝐺 = (𝑉 , Σ, 𝑅, 𝑆) une grammaire hors-contexte, soit 𝑘 ∈ ℕ et 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 ∈ (Σ ∪ 𝑉 )∗ . Si 

𝛼1𝛼2 ⇒𝑘 𝛽, alors il existe 𝛽1, 𝛽2 ∈ (Σ ∪ 𝑉 )∗ et 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℕ tel que 𝛽 = 𝛽1𝛽2, 𝛼1 ⇒𝑘
1 𝛽1, 𝛼1 ⇒𝑘

1
𝛽2  et 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑘

Transformation automate → grammaire

On note toutes les transitions sous forme 𝐴 → [𝑞𝑖𝑍𝑞𝑗] ([𝑞𝑖𝑍𝑞𝑗] sera par la suite remplacé par des 

variables)

Identifier règles qui pop et qui push

on met d’abord les pop, qui sont plus simples:

[etat_debut symbole_pile etat_arrive] → lettre_a_pop

Puis les push:

[etat_debut symbole_pile etat_arrive] →
lettre_a_empiler [circuit à prendre pour dépiler règles de droite]
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Transformation grammaire → automate
(𝑞0, 𝑍0) →

𝜀
(𝑞𝑙, 𝑆𝑍0)

(𝑞0, 𝑋) →
𝜀

(𝑞𝑙, 𝑤), ∀𝑋 → 𝑤 ∈ 𝑅

(𝑞0, 𝑎) →
𝑎

(𝑞𝑙, 𝜀), ∀𝑎 ∈ Σ

(𝑞𝑙, 𝑍0) →
𝜀

(𝑞𝑓 , 𝜀)

Déterminer si un langage est reconnaissable
Faire hypothèse:

• Reconnaissable? → contruction d’automate / regex

• Non reconnaissable? → raisonnement par l’absurde avec: règles de cloture et lemme de l’étoile

Lemme de l’étoile

Soit 𝐿 un langage reconnaissable. Soit 𝑤 = 𝑥𝑦𝑧 ∈ 𝐿. Alors il existe 𝑁 ∈ ℕ, |𝑤| ≥ 𝑁  et:

• |𝑦| > 0
• |𝑥𝑦| ≤ 𝑁
• 𝑥𝑦∗𝑧 ∈ 𝐿

Démo: 𝐿 = {𝑎𝑝 | 𝑝 premier} non reconnaissable

Supposons qu’il l’est.

On dispose de 𝑁  tq ∀𝜔 ∈ 𝐿 si |𝜔| ≥ 𝑁  alors on respecte les hypo du lemme de l’étoile

Soit 𝑃  premier tq 𝑃 ≥ 𝑁, 𝜔 = 𝑎𝑃  On décompose P en trois nombres: 𝑃 = 𝑝 + 𝑞 + 𝑟. Alors

𝜔 = 𝑎𝑝𝑎𝑞𝑎𝑟 = 𝑥𝑦𝑧

On pose 𝑚 = 𝑝 + 2𝑞 + 𝑟 + 2 D’après le lemme de l’étoile, 𝑥𝑦𝑚𝑧 = 𝑎𝑝+𝑟+𝑞(𝑝+2𝑞+𝑟+2) =
𝑎(𝑞+1)(𝑝+2𝑞+𝑟) ∈ 𝐿 or (𝑞 + 1)(𝑝 + 2𝑞 + 𝑟) n’est pas premier, contradiction

Déterminer si un langage est hors contexte
Faire hypothèse:

• hors contexte? → contruction d’automate / regex

• Non hors contexte? → raisonnement par l’absurde avec le lemme d’itération algébrique

Lemme d’itération algébrique

Soit 𝐿 ∈ HC(Σ∗). Alors il existe 𝑁 ∈ ℕ tel que: ∀𝜔 ∈ 𝐿 si |𝜔| > 𝑁  alors 𝑤 = 𝑢𝑣𝑥𝑦𝑧, avec:

• |𝑣𝑦| > 0
• |𝑣𝑥𝑦| ≤ 𝑁
• 𝑢𝑣𝑖𝑥𝑦𝑖𝑧 ∈ 𝐿, ∀𝑖 ∈ ℕ

Démo: 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑚𝑐𝑛𝑑𝑚} n’est pas HC

Supposons 𝐿 HC. On considère 𝜔 = 𝑎𝑁𝑏𝑁𝑐𝑁𝑑𝑁  |𝜔| ≥ 𝑁

On définit 4 blocs consécutifs de longueur N: 𝐴 = 𝑎𝑛, …

Comme |𝑣𝑥𝑦| ≤ 𝑁 , 𝑣𝑥𝑦 est:

• soit dans un seul bloc

• soit en chevauche

1. Si 𝑣𝑥𝑦 ∈ 𝐴 D’après le lemme de l’étoile, 𝑢𝑣0𝑥𝑦0𝑧 ∈ 𝐿 or le nombre de c est constant, alors que le 

nombre de a diminue. On a 𝑛 = |𝑤|𝑎 < |𝑤|𝑐 = 𝑛. Absurde

2. Si 𝑣𝑥𝑦 chevauche 𝐴𝐵 Donc v et y contiennent soit des a soit des b S’il contient au moins un a: 

cas 1 S’il contient au moins un b: cas 1 en miroir
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Réduction de grammaires

𝐺′ = ℛ︀(𝒫︀(𝐺))

Elimination des symboles non-productifs

On calcule ℙ(𝐺) l’ensemble des symboles accessibles. Construction récursive de ℙ(𝐺):

𝑃0(𝐺) = {𝑋 | 𝑋 → 𝑤 ∈ 𝑅  avec 𝑤 ∈ Σ∗}

𝑃𝑛+1(𝐺) = 𝑃𝑛(𝐺) ∪ {𝑋 | 𝑊 → 𝑢 ∈ 𝑅  et 𝑢 ∈ (Σ ∪ 𝑃𝑛(𝐺))∗}

ℙ(𝐺) = ⋃ 𝑃𝑛(𝐺)

On calcule alors 𝒫︀(𝐺) en retirant à 𝐺 toutes les productions ne contenant ni à gauche ni à droite un 

élément de ℙ(𝐺)

Elimination des symboles non-accessibles

On calcule ℝ(𝐺) l’ensemble des symboles accessibles. Construction récursive de ℝ(𝐺):

𝑅0(𝐺) = {𝑆}
𝑅𝑛+1(𝐺) = 𝑅𝑛(𝐺) ∪ {𝑋 | 𝑌 → 𝑢 ∈ 𝑅  et 𝑌 ∈ 𝑅𝑛(𝐺)  et 𝑋 ∈ 𝑢}

ℝ(𝐺) = ⋃ 𝑅𝑛(𝐺)

On calcule alors ℛ︀(𝐺) en retirant à 𝐺 toutes les productions ne contenant ni à gauche ni à droite un 

élément de ℝ(𝐺)

Rendre une grammaire propre
Il faut la laver

Trouver toutes 𝜀-production, les supprimer, créer des nouvelles règles exprimant toutes les 

possibilité de l’absence de ce symbole.

Par la suite, supprimer les mono-production avec en remplaçant leurs expressions par l’expension de 

la variable complète
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